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1.15. Os nameros 1, 2, 3, ..., 24, 25 sdo colocados nos quadrados unitarios de um tabuleiro 5 por 5, um sé
namero por quadrado unitario. Em cada linha do tabuleiro, eles aparecem em ordem crescente, da esquerda
para a direita.

Encontre a maior e a menor soma possivel dos numeros na terceira coluna do tabuleiro.

Solucéo

Cada quadrado unitario do tabuleiro (que tem os respectivos lados paralelos ao bordo) pertence a uma linha
e a uma coluna. Vamos chamar o nimero que estd colocado no quadrado unitario que estd na linha 2 e
coluna 3 por a(2,3). De um modo geral, a(i, j) € o nimero que esta colocado no quadrado unitario
localizado na linha i e coluna j. Como em cada linha do tabuleiro os nimeros aparecem em ordem crescente,
da esquerda para a direita, temos que a(i, j) < a(i, k), se j < k. Ou seja, se i <k, temos a(i, 3) < a(k, 3). O
maior valor possivel para a(5, 3) é 23, pois a(4, 3) < a(4, 4) < a(4, 5). Desse modo, 0 maior valor possivel
para a(4, 3) e 20, pois a(4, 3) <a(4, 4) <a(4,5) e a(4, 3) <a(5, 3). De maneira analoga, podemos concluir
que a(3, 3) =17, a(2, 3) =14 e a(1, 3) = 11. Portanto, a maior soma possivel dos nimeros da terceira coluna
€ 23+20+17+14+11=85.

De modo inteiramente analogo, obtemos que a menor soma possivel dos nimeros da terceira coluna é: 3 + 6
+ 9 + 12 + 15 = 45. Descrevemos a seguir a colocacdo dos nimeros no tabuleiro de forma a atingir os
ndmeros maximos € minimos encontrados:

16 |11]12]13 1 (2 |3 16|21
2 |7 [14]15]|16 4 |5 |6 |17]22
318 [17]18]19 7 |8 |23]18]23
419 20|21 |22 101111219 |24
511012324 |25 13114 115]20| 25

Nivel 1l (Alunos do 8o. e 90. anos do Ensino Fundamental)

2.15. Lucy e Anna disputam um jogo, em que jogam alternadamente, para formar um ndmero natural de dez
digitos distintos. Lucy comeca, fazendo o primeiro movimento do jogo, escolhendo um digito diferente de
zero no primeiro lugar (a esquerda do ndmero que sera formado). No seu primeiro movimento, Anna
escreve, a direita do digito escrito por Lucy, um digito distinto do que Lucy escreveu. Elas prosseguem
assim, sempre escrevendo um digito distinto do Gltimo escrito. O nimero formado pelos primeiros n
digitos tem de ser divisivel por n. Se o jogador ndo pode fazer um movimento ele perde. Se o jogo tem 0s
10 movimentos, o jogo é considerado empatado.

(i) Mostre que o jogo pode terminar empatado.

(if) Mostre que Lucy tem uma estratégia vencedora.

Solucéo



(i) O ndmero 3.816.547.290 tem a propriedade de que o nimero formado com os primeiros n digitos €
divisivel por n, paran=1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8, 9, 10. Logo, se os movimentos forem de tal maneira que forma
0 nUmero acima, 0 jogo sera empatado.

(ii) Observe inicialmente que, como Lucy comeca o jogo, entdo Anna tem de escrever um digito par em cada
um de seus movimentos. Assim, a meta de Lucy é usar tantos digitos pares quanto possivel. Lucy comeca
escrevendo o digito 6. Existem trés casos a considerar para Anna fazer o segundo movimento do jogo:

Caso 1 — Se Anna escreve um 4 ou um 2, entdo Lucy, no seu segundo movimento, escreve 0 outro digito ndo
usado por Anna. No seu segundo movimento, Anna tem de formar um numero divisivel por 4. Se ela
escolhe 8, Lucy, no seu terceiro movimento escreve 0, e Anna perde pois ndo ha mais digitos pares. Neste
caso, o numero formado foi 64280, satisfazendo ao problema.

Se no seu terceiro movimento Anna escreve 0, entdo Lucy escreve 5, provocando a derrota @ Anna, pois ela
tem de escrever um digito par e s6 restou 8. Mas, 0 numero 642.058 ndo é divisivel por 6.

Caso 2 — Se no seu segundo movimento Anna escreve 0, entdo Lucy escreve 9. Neste caso, Anna tem de
escrever 2 para formar um nimero de quatro digitos divisivel por 4. Lucy, no seu movimento seguinte

escreve 5. Anna se vé obrigada a escrever 8 para poder formar um nimero de 6 digitos divisivel por 6. Lucy
escreve agora 3, porque o0 nimero 6.092.583 ¢ divisivel por 7. O Unico digito par que sobra para Anna é 4,
mas 60925834 n&o e divisivel por 8, ela perde.

Caso 3 — Se no seu segundo movimento Anna escreve 8, entdo Lucy escreve 4. Na sua préxima jogada,
Anna so6 pode escrever 0. Neste caso, Lucy escrever 5, 0 que resta para Anna somente 2. Mas, 684052 nao é
divisivel por 6. Anna perde.

Observacdo: Se Lucy comega com 4, ela também vence, seguindo 0 mesmo raciocinio anterior.

Nivel 1l (Alunos do Ensino Médio)

3.15. E possivel pintar o plano com trés cores, azul, amarela e vermelha, usando todas elas, de modo que
toda reta do plano fique pintada com exatamente duas dessas cores?
Solucéo

Sim.
Desenhe duas retas perpendiculares azuis.




Essas retas dividem o plano em 4 partes, numeradas no sentido contrario dos ponteiros do relégio como 1, 2,
3 e 4. Pinte de azul o interior das partes 1 e 3, e pinte o interior das partes 2 e 4 de amarelo.

Agora, pinte o ponto de intersecdo das duas retas azuis de vermelho.

Com esta pintura, toda reta do plano esta pintada com exatamente duas cores.



