Prezados Estudantes, Professores de Matematica e Diretores de Escola,

Os Problemas Semanais sao um incentivo a mais para que os estudantes possam se
divertir estudando Matematica, ao mesmo tempo em que se preparam para as
Competicoes Matematicas. Por favor, deixem os problemas em local onde todos os
estudantes da Escola possam tomar conhecimento, se sintam desafiados a resolvé-los e
divirtam-se com as solugoes.

Problemas semanais de anos anteriores podem ser encontrados no endereco:
www.ufrn.br/olimpiada/treinamento. Identificando os estudantes que resolveram os
problemas, incentive-os a enviar suas solugoes para serem publicadas na nossa pagina na
internet. Encaminhe as solugoes para: cgomesmat@yahoo.com.br ou cgmat@ccet.ufrn.br
ou bene@ccet.ufrn.br.

Por favor, divulguem os problemas!

SOLUCAO DA LISTA SEMANAL No. 24 - Data 19/08/2013
NIVEL I

Na figura a seguir, temos um tabuleiro 6 x 6, que tem alguns quadrados unitarios
pintados. Queremos pintar K quadrados unitarios a mais, de tal forma que em cada linha
e em cada coluna do tabuleiro tenhamos pelo menos 2 quadrados unitarios pintados.

Qual é o menor valor que pode assumir o niimero natural K7
SOLUCAO

Observe que a segunda e a quinta linhas, contadas de cima para baixo, possuem somente
1 quadrado unitario pintado, Logo, devemos pintar no minimo 1 quadrado unitario a
mais em cada uma delas. Além disso, a terceira e a quarta linhas nao possuem quadrados
unitarios pintados. Entao devemos pintar pelo menos dois quadrados em cada uma dessas
linhas. Portanto, devemos pintar no total pelo menos 1+ 1+ 2 4 2 = 6 quadrados
unitarios. A resposta nao é unica, no desenho a seguir vemos uma possibilidade de
efetuar a pintura satisfazendo ao problema.



NIVEL II
Para pintar um cubo gasta-se 5 reais em pintura.

Quantos reais se gastard para pintar cinco cubos, cada um deles com a medida da aresta
sendo o triplo da medida da aresta do cubo anterior, e estando os cubos formando a
figura a seguir?

Considere que se deve pintar todas as faces exteriores, incluindo a base do sélido.
SOLUCAO

A resposta é 165 reais. A primeira coisa que temos que fazer é encontrar a quantidade de
faces que temos que pintar. De forma natural, vamos contéd-las segundo sua posicao na
figura: na frente, atras, a esquerda, a direita, em cima e abaixo.

Assim, o ntimero de faces a serem pinatadas é: 4 +4+4+4 + 3+ 3 = 22.

Agora, observe que, pelos dados do problema, em cada uma dessas faces, as arestas
possuem o triplo da medida da aresta do cubo original. Portanto, a area de cada face é
igual a 9 vezes a area de cada face do cubo original. Com isso, deduzimos que a area
total das faces a serem pintadas é igual a 22 x 9 = 198 faces do cubo original. Além disso,
pelos dados do problema, para pintar 6 faces gasta-se 5 reais. Portanto, o custo total sera
dado por % = 165 reais.

NIVEL III

Usando as cores vermelhas, verde e azul, pinta-se todos os pontos do plano cartesiano que
possuem as duas coordenadas inteiras. A pintura é feita de forma que haja pelo menos
um ponto de cada cor.



Demonstre que, independente da pintura feita, existem trés pontos, X, Y, Z, pintados
com cores distintas, e tais que a medida do angulo AV P é igual a 45°.

SOLUCAO

Inicialmente, vamos estabelecer uma notacao para facilitar o entendimento. Chamaremos
de Pontos Inteiros aqueles pontos do plano que possuem ambas as coordenadas inteiras
e chamaremos Diagonais as retas de declividade iguais a +1.

Inicialmente, vamos mostrar que: FEzxistem dois pontos inteiros consecutivos sobre uma
diagonal que tem cores distintas.

Suponha o contrario. Isto é, em cada diagonal todos os pontos seriam de mesma cor.
Como consequéncia, todos os pontos inteiros (z,y), com x + y par devem ter a mesma cor
(pois estao em diagonais), e todos os pontos inteiros (x,y), com x + y impar devem ter a
mesma cor também. Portanto, todos os pontos do plano teriam sido pintados usando no
maximo duas cores, que uma contradi¢ao com as hipéteses do problema. Logo, em uma
diagonal hé pontos pintados com as trés cores.

Agora, sem perda de generalidade, podemos assumir que os pontos sobre uma diagonal
seriam pintados de vermelho (V) e verde (G) e estao dispostos na forma da figura a seguir.

Vamos dividir o problema em dois casos:

Caso 1 - Existe um ponto azul, B, sobre a reta VG. Suponha, sem perda de
generalidade que o ponto V estd entre os pontos G e B.

Agora, seja P um ponto que estd na mesma linha que V' e na mesma vertical que B. Se
P ¢é verde, tomamos o angulo BV P, cuja medida é 45%. Se P é vermelho, tomamos o
angulo V BP, cuja medida é 45°, veja figura a seguir.




Caso 2 - A reta VG contém somente pontos vermelhos, V', ou verdes, G. Tomamos um
ponto azul, B, que esta fora da reta VG, e tracamos por B uma reta horizontal e uma
reta vertical, que cortara a reta VG nos pontos P e (), respectivamente., veja figura a
seguir.

Se P e () sao de cores distintas, tomamos o angulo B PQ, com vértices de cores distintas
e medindo 45°, o que resolve o problema.

Se P e () tem as mesma cores, digamos que ambos sejam vermelhos, V', pelo resultado
anterior, a diagonal P() teria um ponto verde, G. Se G estd na vertical abaixo de @),
tomamos o angulo B QG medindo 45°. Se G estd acima de @, tomamos o angulo B G
medindo 45°. Com isso conclui-se a resolucao do problema.

NIVEL UNIVERSITARIO

Encontre o volumedo do tetraedro ABCD, com A = (Fy, Fyi1, Fii2), B =
(Fit3, Frova, Frys), C = (Fiye, Froir, Figs), D = (Fryo, Fiy10, Fig11), onde F; é o i-ésimo
nimero de Fibonacci na sequéncia: 1,1,2,3,5,8,13,---

SOLUCAO

A resposta é zero. A férmula geral da sequéncia de Fibonacci é F,, + Fj, 11 = F,1o.
Portanto, quaisquer trés niimeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci satisfaz a
equagao r + y = z, que é a equacao de um plano no espaco tridimensional. Logo, os
quatro vértices do tetraedro sao todos coplanares, pertencentes ao plano r +y =z, e o
volume do tetraedro é zero.



