Uma Bela demonstracdo (sem palavras) da formula de Heron
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A conhecida férmula de Heron S:\/p.( p- a).(p- b).(p- C), para o célculo da

medida da area, S, de um triangulo cujos lados medem a, b e ¢ e semiperimetro p=(a+b+c)/2,
pode ser provada de diversas maneiras. O propdsito deste pequeno artigo é exibir uma bela
demonstracdo dessa formula que foi publicada no THE COLLEGE MATHEMATICS JOURNAL,
vol 32, N°4, september 2001 (Heron's formula via proofs without words). de autoria de Roger B.
Nelsen, Lewis & Clark College, Portland, OR.

Seja DABC um triangulo com lados medindo a, b e ¢ conforme ilustramos na figura 1 (a)
abaixo. Nesta figura também representamos as bissetrizes dos angulos internos do DABC assim
como a sua circunferéncia inscrita. Na figura 1(b) mostramos os raios , de medida r, nos pontos
de tangéncia da circunferéncia inscrita com os lados do DABC . Observe!
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Figural
Perceba que o semiperimetro do DABC satisfaz as seguintes relagdes:
p = x+y+z = x+a =y+b = z+c
Agora vamos mostrar dois lemas (sem palavras) dos quais segue-se de modo imediato a
formula de Heron.

Lema 1. A medida da area S de um triangulo é igual ao produto da medida do raio da sua
circunferéncia inscrita pela medida do seu semiperimetro.

Prova.

Figura 2.

Observando a figura acima néo é dificil perceber que S=r.(x+y+z) = p.r




Lema 2. Sea,b e gsdo medidas positivas de trés dngulos tais que a+b+g= p/2, entdo temos

tana.tanb +tanb.tang +tang.tana =1

Prova.
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Figura 3. tana.tanb +tanb.tang +tang.tana =1

Teorema 1. (Férmula de Heron). A medida da area de um triangulo com lados medindo a, b e
¢ é dada por SZ\/p.( p- a)( p- b)( p- C) , onde p=(a+b+c)/2.

Prova.

Aplicando o lema 2 aos angulos cujas medidas sdo a, b e g que estdo representados no
triAngulo da figura 1 (b) temos que :

tana.tanb +tanb.tang +tang.tana =1
=1
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assim, de acordo com a Ultima observacdo abaixo da figura 1, podemos afirmar que
2

X=p-a,y=p-bez=p- c o que conjuntamente com a expressao =1 implica

p.X.y.Z
que S=,/p.xy.z :\/p.( p- a).(p- b).(p- C) 0 que completa a prova.




