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E bastante conhecida a férmula de Heron para determinar a pedida da drea de um
tridngulo quando sdo conhecidas as medidas dos seus lados, (ABC)=p.(p—a).(p-b).(p—c), onde

:a+b+c
2

generalizagdo dessa férmula para um quadrildtero inscritivel cujos lados medem a, b, ced , que é
dada pela expresséo (ABCD) =,/(p-a).(p-b).(p—c).(p—d) . Ainda menos conhecida e divulgada é a

¢ o semi-perimetro. Entretanto € pouco conhecida e divulgada no ensino médio a

generalizagdo dessa férmula para um quadrildtero qualquer (inscritivel ou ndo) cujos lados medem
a, b, c e d e sendo também conhecido 6, a média aritmética de dois dngulos opostos do

quadrilétero (ABCD)=\/(p—a).(p—b).(p—c).(p—d)—a.b.c.d.c052e. Esse pequeno artigo foi escrito

pelo meu amigo prof. Augusto Macedo had 10 anos e sé agora resolvi ressussitd-lo e divulgd-lo para
todos os amantes da geometria !

1.QUADRILATERO INSCRITIVEL

Iniciemos analisando o quadrildtero inscritivel abaixo:

I.Acompanhe os seguintes passos:

seno. = senf

i) o+p=180 :{COSOL=—COSB

ii) Na figura acima é fdcil ver que : () = medida da drea

| =

AABC = (ABC) = ~.ab.sena

AACD = (ACD) = ~.cd.senp

N =



Logo (ABCD)=(ABC)+(ACD)= —absena+%cdsen[3 Mas ocorre que o+p=180°, visto que o

quadrildtero ABCD acima € inscritivel. Assim segue que seno = senp e portanto,

(A BCD) =(ABC)+(ACD) = E .ab.sena + %.c.d.senB = %.a.b.senoc + %.c.d.sena

ou seja, (ABCD) = (ab +cd).sena.

N \

2 = a? 4 b2
= b - 2ab
iii) Aplicando a lei dos cossenos nos tridngulos ABC e ACD ob‘remos{ et AP  Mas

xX2=c?+d? - 2cdcosp
ocorre que cosf=-cosa, visto que o +f=180°. Diante disso, segue que

2.2 2 2
a“+bc—-cc-d
a® +b? —2abcosa = c? +d? +2cdcosa = cosa = ——— =~ %

2ab + 2cd
a®+b?-c?-d? ?
Como seno =+1-cos?a , temos entdo seno =, 1-| 2> —= ~ % | |
2.(ab+cd)
II. Célculo da drea
Temos de (iii) que (ABCD) = 5 .(ab +cd).sena. , entdo
a®+b%-c?-d? :
ABC —(ab+cd). 1 -| ————M———
( b)= 2 (a +ed) ( 2.(ab+cd) ] -
2
ab+cd @ +b?-c?-d?
(ABCD) = ab+cd ) ( i ) -
4.(ab +cd)
2
(ABCD) \/16 2b-+2cd)’ ~(a® +b2 ~c2 ) }:
(ABCD) \/ 20b+2cd+a +b?% - —dz).(20b+2cd—a2—b2+c2+d2)}s

(ABCD) = \/116 [(a +20b+b2) (2—2cd+d2)][(c2+2cd+d2)—(a2—20b+b2)}:>

(ABCD) = \/116 [(a+b) (c—d)z][(c+d)z—(a—b)2]z

(ABCD)=\/%.(04—b+c—d).(a+b—c+d).(—a+b+c+d).(a—b+c+d):>

(ABCD) - \/%.2.(;) _d).2.(p—c)2.(p—a) 2.(pb) =

(ABCD) = |[(p—a).(p—b).(p—¢)-(p—d)



2.QUADRILATERO QUALQUER.

Consideremos um quadrildtero qualquer conforme ilustra a figura abaixo:

I.Acompanhe os seguintes passos:

i) Fazendo 6= OLTJrB temos entdo 20 =a +p

ii) Na figura acima é fdcil ver que :

| =

AABC = (ABC) = = .a.b.sena

.c.d.senp

N =

AACD = (ACD) =

Logo

.ab.seno + l.c.d.senB = 2.(ABCD) = ab.sena + c.d.senf =

N | =

(ABCD) =(ABC)+(ACD) =

[2.(ABCD)]2 =(ab.seno + c.d.sen[.%)2 =

4.(ABCD)2 = a®b? sen’a + 2ab.c.dseno.senp + c2.d>.sen’p  (*)

2_ 2 .2
. . n = b —2abcos
iii) Aplicando a lei dos cossenos nos tridngulos ABC e ACD obtemos s apeosa
x% = c? +d% —2cdcosp

segue que :

2abcosa —2cdcosP = b’ -2 - =

Don

de



a®+b%-c? - d?
—:>

abcosa —cdcosP = >

(a2 +b% - c? —d2)2

4

(abcosa —cdcosp) = =

(02 +b% - c? —dz)2

4

a®b? cos? o — 2ab.c.d.coso.cosp + c2d? cos® B = **)

II.Célculo do drea

Adicionando as igualdades (*) e (**) obtemos:

(02 +b%-¢? —d2)2

2 +4.(ABCD)?

a®b? —2ab.c.d.(cosa.cosp — sena.senp) + c2.d? =

Mas, cosa.cosp —sena.senp =cos(a +pB). Lembre que definimos anteriormente 20=o +p. Assim
cos(a +B) = cos(2.0)=2.cos?0-1. Logo

@ +b? -2 -

4

2
a®b? ~2ab.cd.cos(a +B)+c?.d? = ( ) +4.(ABCD) =

(02 +b% - ¢c? —dz)2

Z +4.(ABCD)® =

a®b? ~2ab.cd.cos(2.0) + c.d* =

(02 +b% ¢ —dZ)2

2 +4.(ABCDY =

a®b? - 20.b.c.d.(2.c052 0- 1) +c2d? =

(02 +b%-c? —d2)2

a®b? —4.ab.cd.cos?0-2ab.cd+c’.d® = 2

+4.(ABCD)® =

(02 +b% - c? —dz)2

4

(ab—cd)® —4.ab.cd.cos? 0= +4.(ABCD)® = +4

ab—cd)z _(02 +b%-c? —dz)
4 16

(ABCDY = ( ~ab.cd.cos’0=

, (20b-2cd)’ —(a? +b? - c? - d?)
B 16

veja a demonstragdo do
quadrildtero inscritivel

(ABCD) ~ab.cd.cos® 6=

(ABCD)? = (p—a).(p—b).(p—c).(p—d) - ab.cd.cos? 0 =

(ABCD) =/(p-a).(p-b).(p—c).(p - d) -~ ab.cd.cos?6.



