OLIMPIADA DE MATEMATICA DO ESTADO DO RIO GRANDE DO NORTE I

Prezados Estudantes, Professores de Matematica e Diretores de Escolas,

Os Problemas das Listas Semanais sdo um incentivo a mais para que os estudantes possam se divertir
estudando Matematica, ao mesmo tempo em que se preparam para as Competi¢des Matematicas. Por favor,
fixsem os problemas em local onde todos os estudantes da Escola possam tomar conhecimento.

As Listas com Problemas Semanais de anos anteriores podem ser encontrados no endereco:
http://www.olimpiada.ccet.ufrn.br - na pasta Treinamento.

Contatos com a Coordenacio da OMRN:

cgomesmat@yahoo.com.br ou cgmat@ccet.ufrn.br ou iesus_diniz@yahoo.com.br ou bene @ufrnet.br.
Por favor, divulguem os problemas!

SOLUCAO DA LISTA SEMANAL N© 04 - Data 23/03/2015

NIVEL 1
Temos 4 engrenagem montadas em eixos fixos e conectados cada um com o seguinte, como mostra a
Figura a seguir.

Contadas da esquerda para a direita, a primeira engrenagem possui 30 dentes, a segunda 15, a terceira
60 dentes e a dltima 10.

Quantas voltas faz a dltima engrenagem quando primeira d4 uma volta completa?

SOLUCAO

A resposta é 3.
uando a primeira engrenagem d4 uma volta, a segunda da 0 _9 voltas, a terceira da 2 x L1 yolta
p grenag g 15 60 — 2

e a quarta d4 % X % =3 voltas.

NIVEL II
Em uma caixa azul existem 12 bolinhas, numeradas de 1 até 12. Henrique movimenta algumas destas
bolinhas, mas nao todas, para outra caixa verde. Ao fazer esse movimento se d4 conta de que, para as
bolinhas da caixa verde, o seguinte € verdadeiro: se duas bolinhas estdo numeradas com a e b, entdo a
bolinha marcada com |a—b| estd na caixa azul.

Qual € a maior quantidade de bolinhas que Henrique pode mover para a caixa verde?
SOLUCAO

A resposta é 6.
Se Henrique move todas as bolinhas marcadas com nimeros impares (1,3,5,7,9,11), entfo a diferenga
entre dois desses niimeros ¢ um ndmero par e estd, por hipdtese, na caixa azul.
Também é possivel mover as bolinhas numeradas de 7 a 12, cujas diferengas estdo compreendidas entre
1 e 5 e, por hipétese, estdo na caixa azul.



Agora, suponha que Henrique moveu 7 bolinhas, numeradas com a,a»,a3,a4,as,a¢,a7. Sem perda de
generalidade, podemos supor que a; < ax < az < a4 < as < ag < aj. Assim, as diferencas:

(a7 —ay,(ag—ar),(as —ay),(as —ar), (a3 —ay), (a2 —ay)

sd@o seis inteiros positivos distintos e menores do que 12. Entdo estas bolinhas deveriam estar na caixa
azul, mas isso € impossivel pois ali s6 existem 5 bolas.

NIVEL I
Deseja-se cobrir um tabuleiro 4 x 4, veja Figura a seguir,

com 16 tridngulos pretos e 16 tridngulos brancos, cada um deles de uma das formas seguintes:

ou ou ou

Isto €, cada um deles ocupando a metade de uma casa do tabuleiro.

De quantos modos distintos isso pode ser feito, se ndo podemos colocar dois tridngulos de uma mesma cor
tendo um lado em comum?

SOLUCAO

A resposta € 256.
Para cobrir a casa do canto superior esquerdo do tabuleiro temos quatro opgdes:

A N7 (4

Escolhida uma das alternativas, por exemplo, a primeira, sé hd duas alternativas para cobrir a casa seguinte
nesta mesma linha:

i

De modo anélogo, s6 ha duas opgdes para cobrir a casa seguinte na mesma coluna:

il

Entdo existem 4 x 23 x 23 =256 opgdes para cobrir as casas da primeira linha e da primeira coluna. A
partir dai, todas as outras casas ficam unicamente determinadas, pois se em uma casa seus lados a e b
pertencem a tridngulos de mesma cor, digamos branco, entdo devemos colocar os tridngulos desta casa
assim:
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T ﬂ
Se a e b pertencerem a tridngulos de cores distintas, digamos a preto e b branco, a disposi¢ao deve
ficar assim:

h

‘N
NIVEL UNIVERSITARIO
Uma moeda € langada 10 vezes. Encontrar a probabilidade de que duas coroas ndo aparegcam uma apds a
outra.

SOLUCAO

Apés langar uma moeda, existem duas maneiras da face para cima se apresentar: cara (C) ou coroa
(K). Logo, existem 2!9 = 1024 maneiras distintas de se observar a moeda apés 10 lancamentos. Isto é,
o espago amostral possui 1024 elementos.

Temos que encontrar a quantidade de eventos favordveis. Para isso, sejam:

e H, aquantidade de n lancamentos os quais nido aparecem duas ou mais coroas em seguidas, mas
terminando com uma cara (C);

e T, aquantidade n lancamentos os quais ndo aparecem duas ou mais coroas em seguidas, mas
terminando com uma coroa.

Assim, a quantidade de eventos favordveis, que queremos calcular é, Hio+ To.
Inicialmente, observe que € fécil ver que:

* Hy =1, pois o conjunto de 1 langcamento possivel no qual ndo aparecem duas coroas seguidas e
terminam em cara é {C}.

* H, =2, pois o conjunto dos 2 langamentos possiveis nos quais nao aparecem duas coroas seguidas
e terminam em cara é {CC,KC}.

e Hz =3, pois o conjunto dos 2 langamentos possiveis nos quais ndo aparecem duas coroas seguidas
e terminam em cara é {CCC,KCC,CKC}.

e Ty =1, pois o conjunto de 1 langamento possivel no qual ndo aparecem duas coroas seguidas e
terminam em coroa é {K}.

* T, =1, pois o conjunto dos 2 lancamentos possiveis nos quais ndo aparecem duas coroas seguidas
e terminam em coroa ¢ {CK}.

e T3 =2, pois o conjunto dos 3 langamentos possiveis nos quais nao aparecem duas coroas seguidas
e terminam em coroa é {KCK,CCK}.

Agora, considere n > 3.
Se da quantidade de todos os n langamentos possiveis nos quais ndo aparecem duas coroas consecutivas
e que terminam em coroa, eliminamos o resultado do dltimo langamento, temos a quantidade de todos os
n—1 possiveis lancamentos que ndo aparecem duas coroas consecutivas e terminam necesariamente em
cara. Isto significa que:

T, = Hy—

Podemos concluir também que, para n > 3, temos

H,=H, \+T, 1=H, 1+H, >
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Assim, aplicando a tltima relagio obtida, temos:
Hy=H)+H =2+1=3;

Hy=H3+H,=3+2=35;

Hs=Hy+H3;=5+3=8;
H¢=Hs+Hy=8+1=13;
Hy = Hg+Hs = 13+8 =21;
Hg = Hy + Hg =21+ 13 = 34;
Ho = Hg + H; = 34 +21 = 55;
Hyy = Hy + Hg = 55+ 34 = 89.

Assim, a quantidade de eventos favoraveis é igual a
Hig+Tio = Hio+ Hy = 89455 = 144.
Portanto, a probabilidade, P, pedida € igual a

144 9

1024 64
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